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В настоящее время можно наблюдать 

широкое внедрение робототехнических 

устройств как в бытовой сфере, так и на 

промышленных предприятиях. 

Роль динамики приводов роботов в 

разных прикладных задачах не одинакова. 

Например, для проблем локализации и нави-

гации она не очень существенна, но когда 

идет управление неполноприводными си-

стемами, тогда ее роль является весьма важ-

ной [1, 2]. 1 

Для того, чтобы описать особенности 

движения механической системы удобно 

использовать второй закон Ньютона. В ряде 

случаев может быть рассмотрено уравнение 

Лагранжа второго рода. Поясним основную 

идею его использования. 

Проводится запись функции Лагранжа 

(иногда говорят о кинетическом потенциа-

ле), она определяется в виде разности кине-

тической и потенциальной энергии. 

Предполагаем равенство нулю, пред-

ставляет в виде энергии вращении ротора: 

𝐿𝑎𝑔𝑟(𝑡) =
𝑌[𝜑(𝑡)]2

2
,               (1) 

Здесь Υ-момент инерции объекта, (t)-

угол поворота объекта. 

Функция Лагранжа связана с обобщен-

ными координатами, например угол поворо-

та – это обобщенная координата [3, 4]. 

Необходимо сделать запись уравнения 

Лагранжа по анализирующей координате.  

В наименьшем случае оно примет вид: 
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𝑑

𝑑𝑡
  

𝜕 log 𝑟

𝜕𝜑̇
−

𝜕 log 𝑟

𝜕𝜑
= ∑ 𝑀(𝑡),     (2) 

Здесь M(t)-момент силы. 

Поскольку функция Лагранжа не зави-

сит от ϕ, то второе слагаемое равно нулю. 

Перепишем уравнение (2) 

  
𝑑

𝑑𝑡
  [

𝜕

𝜕𝜑̇
(

𝑌𝜑̇

2
)],                       (3) 

После проведения дифференцирования 

то 𝜑̇, получаем 

𝑑

𝑑𝑡
  (𝑌𝜑) = 𝑀̇ ,                     (4) 

После дифференцирования по времени, 

приходим к уравнению (5): 

  𝑌𝜑̈ = 𝑀,                        (5) 

Видно, что уравнение (5) будет с точ-

ностью до обозначений похоже на второй 

закон Ньютона, если учесть, что 𝜔 = 𝜑̈. 

На базе приведенной математической 

модели силы в виде суммы двух компонен-

тов: первая связана с электродинамическими 

процессами в якоре, а вторая обусловлена 

другими воздействиями: 

 𝑀 = 𝑀𝑒 + 𝑀𝑑𝑟,                    (6) 

Предположим, что нет нагрузки на 

якорь, тогда 

𝑀𝑑𝑟 = 0,                        (7) 

поэтому 

            𝑀 = 𝑀𝑒,                        (8) 

Будем полагать, что момент вращения 

будет пропорционален ЭДС, которая отно-

сится к цепи движения. 

𝑀𝑒 = 𝐾1𝜀,                      (9) 

Здесь 𝐾1-константа. 
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Для начального момента времени обо-

значим пусковой момент  

 𝑀𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 = 𝐾1 ∙ 𝜀𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡,             (10) 

По мере дальнейшего вращения ротора 

будет возникать ЭДС индукции 

  𝜀ln 𝑑(𝜔) = 𝐾2 ∙ 𝜔,               (11) 

Здесь 𝐾1-константа. 

Для определения суммарной ЭДС за-

пишем 

  𝜀 = 𝜀𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 − 𝜀ln 𝑑,          (12) 

Видно, что идет ее уменьшение. 

Поэтому будет идти и уменьшение мо-

мента силы из (9), при этом  

 
𝑀𝑒

𝐾1
=

𝑀𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝐾1
− 𝐾2𝜔,         (13) 

Тогда 

 𝑀𝑒(𝜔) = 𝑀𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 − 𝐾1𝐾2𝜔,     (14) 

Или, если обозначить 𝐾 = 𝐾1 ∙ 𝐾2, то  

 𝑀𝑒(𝜔) = 𝑀𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 − 𝐾 ∙ 𝜔,   (15) 

Можно сделать расчет K, основываясь 

на том, что будет равенство нулю 𝑀𝑒, когда 

будет достигнута максимальна скорость 

вращения 𝜔𝑚𝑎𝑥, в противном случае будит 

осуществляться ускорение ротора. 

Когда ротор достигает скорости, соот-

ветствующей холостому ходу, получим 

 𝑀𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 = 𝐾1 ∙ 𝐾2 ∙ 𝜔𝑚𝑎𝑥,        (16) 

Тогда 

 𝐾1 ∙ 𝐾2 =
𝑀𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝜔𝑚𝑎𝑥
,            (17) 

По этому (14) перепишем как  

 𝑀𝑒(𝜔) = 𝑀𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 −
𝑀𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝜔𝑚𝑎𝑥
∙ 𝜔,     (18) 

Опираясь на вышеуказанное выражение 

(1), запишем дифференцированное уравне-

ние 

 𝑀𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 −
𝜔∙𝑀𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝜔𝑚𝑎𝑥
= 𝑌 ∙ 𝜔,      (19) 

Для того, чтобы его решить, сделаем 

преобразование: 

 
𝑀𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝜔𝑚𝑎𝑥
(𝜔𝑚𝑎𝑥 − 𝜔) = 𝑌

𝑑𝜔

𝑑𝑡
,    (20) 

Укажем, каким образом решаем урав-

нение (20): 

Проведем интегрирование, тогда  

получаем: 

𝑀𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝑌∙𝜔𝑚𝑎𝑥
∙ 𝑡 = −𝑒𝑛|𝜔𝑚𝑎𝑥 − 𝜔| + 𝐶,   (21) 

Поскольку 𝜔𝑚𝑎𝑥 > 𝜔, убираем модуль: 

𝑀𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝑌∙𝜔𝑚𝑎𝑥
∙ 𝑡 = −𝑒𝑛(𝜔𝑚𝑎𝑥 − 𝜔)𝑒𝑛𝑐1

,   (22) 

где 𝐶 = −ℓ𝑛𝐶1 

Преобразуем, и получаем 

𝔢𝑥𝑝 (−
𝑀𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝑌∙𝜔𝑚𝑎𝑥
∙ 𝑡) = 𝐶1(𝜔𝑚𝑎𝑥 − 𝜔),   (23) 

Основываясь на начальных условиях, 

получаем 

  𝐶1 =
1

𝜔𝑚𝑎𝑥
,    (24) 

В итоге, для окончательного решения 

системы 

𝜔(𝑡) = 𝜔𝑚𝑎𝑥 ∙ [1 − 𝑒𝑥𝑝 (−
𝑀𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝑌∙𝜔𝑚𝑎𝑥
∙ 𝑡)],   (25) 

На рисунке приведен график этой зави-

симости. 

Рассмотрим особенности разработки 

математической модели электродвигателя. 

На электродвигатель подается напря-

жение, его можно рассматривать как вход-

ной сигнал. 

Закон Ома для электрической цепи, в 

которую входит электродвигатель, записы-

вается в таком виде 

 𝜀0 − 𝜀ln 𝑑 − 𝐿
𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝐼 ∙ 𝑅,        (26) 

где 𝜀𝑚𝑑 – является ЭДС индукции, обуслов-

ленная вращением якоря, 𝜀0 – ЭДС, обу-

словленная источником тока, 𝐿
𝑑𝐼

𝑑𝑡
 – ЭДС са-

моиндукции, R – дает значение полного со-

противления электрической цепи. 

Кроме того, используем то, что суще-

ствует связь между скоростью изменения 

угловой скорости 𝜔 током Y [   ] 

  𝜔̇ =
𝑀

𝑌
,                     (27) 

где М – момент сил. 

Рассмотрим совместно решение урав-

нений (26) и (27). 

Электрический момент сил связан  

с силами Ампера 𝐹𝐴 

 𝑀𝑒 = 2𝐹𝐴 ∙ 𝑥, где 𝑥 = 𝑟 ∙ cos 𝛼,    (28) 

Применяя выражение для силы Ампера, 

получаем 

  𝑀𝑒 = 2(𝐵𝐼𝐿) ∙ 𝑋,     (29) 
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Здесь L – длина той части контура, на 

которую воздействует сила. Тогда 

𝑀𝑒 = 𝑓1 ∙ 𝐼, где 𝑓1 =2BLX,      (30) 

При этом В – определяет магнитную 

индукцию так: 

𝜀𝑙𝑛 𝑑 = 2𝐵𝐿𝛿 𝑠𝑖𝑛(90 − 𝛼) = 2𝐵𝐿𝛿 𝑐𝑜𝑠 𝛼,  (31) 

Здесь 𝛿 – скорость вращения контура. 

Воспользовавшись тем, что есть связь 

между линейной и условной скоростью, по-

лучаем 

𝜀ln 𝑑 = 2𝐵𝐿𝜔 ∙ 𝑋(7), то есть 

𝜀ln 𝑑 = 𝑓2 ∙ 𝑥,   где 𝑓2 = 2𝐵𝐿𝜔 

Учтем то, что момент сил складывается 

из электрического момента𝑀𝑒 и момента сил 

𝑀𝑒𝑥𝑡 тогда получим уравнения: 

 {
𝜔̇ =

𝑓1

𝑌
∙ 𝐼 +

𝑀𝑒𝑥𝑡

𝑌

𝐼̇ =
1

𝐿
∙ 𝑈нач −

𝑓2

𝐿
∙ 𝜔 −

𝑅

𝐿
∙ 𝐼

        (32) 

Пусть двигатель работает в ненагру-

женном режиме. 

В том случае 𝑀𝑒𝑥𝑡 = 0 и  
𝑈нач = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 для зависимости ω от t можно 

записать,  

𝜔(𝑡) = 𝑁1 ∙ 𝑒𝑥𝑝(𝜉1 ∙ 𝑡 + 𝜉2𝑡) + 𝑁2𝑒𝑥𝑝(𝜉1𝑡 −

𝜉2𝑡) +
𝑈нач

𝑓2
, 

𝐼(𝑡) = 𝑁3 ∙ 𝑒𝑥𝑝(𝜉1 ∙ 𝑡 + 𝜉2𝑡) − 𝑁3 ∙
𝑒𝑥𝑝(𝜉1𝑡 − 𝜉2𝑡), 

При этом 

  𝑁1 =
𝑉нач

2𝑓2
∙ (

𝜉1

𝜉2
− 1), 

  𝑁2 = −
𝑈нач

2∙𝑓2
∙ (

𝜉1

𝜉2
+ 1), 

𝑁3 =
𝑌

𝑓1
∙

𝑈нач

2∙𝑓2
∙ (

𝜉1
2

𝜉2
− 𝜉2), 

𝜉1 = −
𝑅

2𝐿
,    𝜉2 = √𝜉1

2 −
𝑓1𝑓2

𝑌𝐿
. 

Таким образом, рассмотренные выра-

жения позволяют осуществлять различные 

движения электронно-механических систем. 

 

 

 

 
Рисунок. Иллюстрация зависимости круговой частоты от времени 
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